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数控机床 NURBS 曲线插补运动误差分析与仿真 

马方魁  郇  极 
（北京航空航天大学机械工程及自动化学院 北京  100191） 

摘  要：介绍 NURBS 曲线插补算法，指出实现 NURBS 曲线插补的关键是在插补周期内由进给步

长求得曲线参数的增量。分析了数字伺服运动误差产生的原因，建立伺服系统差分方程。在不

同的进给速率和曲率半径条件下对工件轮廓误差进行仿真。仿真结果显示，数控机床 NURBS 插

补的轮廓误差与进给速度及给定曲线的曲率半径有关。在大的进给速率或小的曲率半径条件下，

伺服滞后所引起的轮廓误差是不可忽视的因素。 
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Abstract:The arithmetic of NURBS interpolation were introduced, it was the key for NURBS curve 

interploation that the increment of curve parameter was gained according to the feed step in 

interpolation period. The causes of motion error were analysed in the numeric servo, the difference 

equations of servo system were built. The profile error of workpiece was simulated in different feed 

velocity and curvature radius. From the results, the profile error of NURBS interpolation is related to 

feed velocity and curvature radius in NC machine tools. The error arising out of servo delay should not 

be ignored on condition that there is a large feed velocity or small curvature radius. 

Key words: CNC system NC machine tool；NURBS interpolation；motion error；simulation 

0. 前言 

在计算机辅助设计/制造（CAD/CAM）系统中，一般采用参数样条来表示自由曲线、曲

面。但在数控加工领域，一般的CNC机床都不能直接接收样条信息，也不能直接生成样条

曲线轮廓。当在只具有直线和圆弧插补功能的数控系统上实现自由曲线、曲面加工时，只能

将其用微小直线或圆弧段来代替，由此产生加工程序量过大等问题。特别是在高速加工时，

为控制轮廓精度，需要数控系统具有大量程序段前瞻功能。随着计算机和数控技术的发展，

目前的一些先进数控系统 (如FANUC16i/18i/160i、SIEMENS840D/840Di等 )已经具备了

NURBS（Non-Uniform Rational B-Spline，非均匀有理B样条）插补功能。NURBS插补能大

量压缩数控加工程序，减少前瞻时所需要的程序段数量，便于实现运动精度的控制。 

目前，在控制进给速度以提高加工精度方面，许多学者进行了一系列的研究。例如，彭

芳瑜等[1] 考虑机床动力学和待加工曲线特性，赵国勇等[2]考虑插补时以短直线逼近实际曲

线所引起的弓高误差、以及最大向心加速度的约束，对NURBS插补的进给速度进行了自适



应控制。 

对高速数控系统而言，伺服滞后引起的误差是影响加工精度的主要因素[3]。本文在介

绍NURBS曲线插补的基础上，分析了数控机床运动误差产生的原因，建立了数字伺服系统

仿真差分方程，针对不同的加工速度和不同的曲率半径进行轮廓误差的仿真，得出了仿真结

果。 

1. NURBS曲线插补 

1.1. NURBS曲线定义 

NURBS采用控制顶点（ id ）、节点矢量( iu )及权因子( i )来定义自由曲线，一条 k 次

NURBS曲线可以表示为一分段有理多项式的矢函数： 
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其中，n 为控制顶点个数，参数 ],[ 1 nk uuu ，Ni,k(u)是由节点矢量U＝[ 0u ， 1u ，...，

1knu ]按照德布尔－考克斯递推公式： 

          

所定义的 k 次规范B样条基函数。     

在数控加工中，NURBS次数一般取为3，并取两端节点的重复度为4。此时，定义一段

NURBS曲线至少需要的控制顶点数为4。 

1.2. NURBS曲线插补算法 

将定义 NURBS 曲线的三个参数（控制顶点、权因子、节点矢量）和进给速度等作为

NC 程序指令，在 CNC 系统内部生成 NURBS 曲线，并驱动机床动作，加工出 NURBS 曲线

的形状，即为 NURBS 曲线插补。 

在参数空间，曲线轨迹参数u 的插补计算可由二阶泰勒级数表示[4-6]，即 
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根据微分几何知识，曲线上第 i 个插补点的瞬时速度： 
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由于插补周期非常小，每个周期内刀具走过的距离也非常小，可近似认为其与该圆弧段

的弧长相等，则瞬时速度 )( itf 近似为机床进给速度。 

以两轴（ yx、 轴）数控铣床为例，则： 
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由（2）–（4）式可得 NURBS 曲线插补的参数二阶递推公式： 
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类似， iL ＝ )( itf ·T ，为第 i 个

插补周期的进给步长。 iL 一般很小，当曲线曲率比较小时，(5)式可简化如下： 
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将 1iu 代入（1）式即可得新的插补点 Pi+1。 

由（5）式或（6）式可知，在给定 NURBS 曲线条件下，参数增量 iii uuu  1 仅与

进给步长 iL 有关。因此实现插补计算的关键是在各个插补周期内根据进给步长要求得到参

数增量。 

为提高插补计算的实时性，实际计算过程可采用文献[7]中的预处理方法，在插补准备

中得到插补计算所需的相关参数，简化插补计算。 

1.3. NURBS曲线插补前瞻 

插补中的前瞻控制是指在高速加工中，为控制轮廓精度，需要数控系统在实时加工之前

扫描待加工曲线，根据加工方向的变化提前获得进给速度的调节信息，在实时加工时，根据

这些信息控制加工速度。 

当使用微小直线或圆弧段来代替自由曲线加工时，为保证加工精度，往往需要前瞻大量

的程序段，如图 1 所示。 

对同一段自由曲线，采用 NURBS 插补，则达到同样加工精度需要前瞻的程序段数量将

大大减少。如图 2 所示，仅仅需要前瞻两段 NURBS 曲线。 

NURBS 曲线插补前瞻程序段数量的减少，将大大降低前瞻控制算法的复杂度，提高插

补的精度、效率及稳定性。 



 

图 1  微小直线段前瞻 

 

 

图 2  NURBS 插补前瞻 

2. 数控机床运动误差分析 

数控机床的进给运动由数字式随动伺服控制系统产生。伺服系统接收来自插补器的进给

指令，经变换和放大后转化为机床工作台的位移，使工作台跟随指令运动。 

 

图 3  NURBS 插补轨迹控制原理 

以两坐标数控铣床为例，带 NURBS 插补器的轨迹控制如图 3 所示。NC 程序定义了

NURBS 曲线的控制顶点、节点矢量、权因子及进给速度。NURBS 插补器根据这些指令，

实时计算出曲线轮廓控制点的位置 ),( iii YXP ， iX 和 iY 是时间序列函数，为伺服系统的指

令值。伺服系统将其转换成机床的实际进给运动 ( )cX t 、 ( )cY t 。 

 

图 4 伺服系统的数学模型 

高速数控机床一般采用交流同步电机或直线电机驱动。其伺服系统的数学模型可简化如

图 4[8－9]。其中，典型中、小型数控机床的控制参数为：频响
1
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插补点 )(tX i 、 )(tYi 通过运动误差 xe 和 ye 产生进给轴的进给运动 )(tX c 、 )(tYc ，即



系统要运动，必须要有误差。取两轴的位置增益相等（ vvyvx KKK  ），系统的运动误差

与机床的进给速度相关： 
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由（6）、（7）式，伺服系统的运动误差与伺服位置增益成反比、与进给速度成正比。增

大 vK 可以适当减少系统运动误差，但是 vK 过大会降低系统的稳定性。 

数控机床中，多轴同时运动进行轮廓加工时，各轴的运动误差将直接反映到所加工的曲

线轮廓上，形成轮廓误差。轮廓误差指刀具实际位置与指令位置在指令轨迹法线方向上的偏

差。如图 5 所示，在指令位置 p 处，轮廓误差 e 与运动误差 xe 、 ye 存在如下关系： 

 sincos xy eee   

 

图 5 轮廓误差的定义 

其中，
p 为与 p 相对应的实际位置， 为 p 点处指令轮廓切线与 x 轴的夹角。 

3. 伺服系统仿真模型 

Z 变换分析法是分析线性离散系统的重要方法之一。应用 Z 变换和差分方程，可以建

立伺服系统的仿真模型。 

以 X 轴伺服系统为例，添加采样开关和零阶保持器进行虚拟简化后的数学模型如图6 

所示。零阶保持器 0H 的传递函数为
1 Tse

s


。设 na  ， 

 

图 6 X 轴伺服系统数学模型 

21n    ，
1

2
tan ( )

1






 



。 

各环节的Z 变换： 
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其中： 
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对应的系统差分方程为： 
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其中，
ni

X ， nX 分别为 X 轴第 n 个插补周期内的输入、输出坐标值，本文选择典型中

型数控机床伺服系统作为仿真实例，控制参数：
1 120  sn ， 8.0 ，

1 20  sKK vyvx ，插补周期： smT  4 。 

4. 仿真实例 

4.1. 进给速率的影响 

设被插补的三次 NURBS 曲线由下列参数定义： 

控制顶点：{(0,0),( 15,-20),(30,-20),(60,20),(75, 

20),( 90,0)} 

对应权因子：（1,6,10,10,6,1） 

节点矢量：（0,0,0,0,0.5,0.5,1,1,1,1） 

在不同进给速率下，曲线指令轮廓与实际轮廓如图 7 所示。轮廓误差曲线如图 8 所示，

其中，横坐标 X 与纵坐标 e分别为指令轨迹 X 坐标和轮廓误差坐标。 

可以看出：进给速率越大，NURBS曲线的轮廓误差 e 越大。在进给速率为10m/min、

20m/min和40m/min时，曲线的最大轮廓误差分别达到了2.638mm、8.051mm和19.94mm。 



 

图 7 不同进给速率下曲线指令轨迹与轮廓轨迹 

 

图 8 不同进给速率下曲线轮廓误差 

4.2. 曲率半径的影响 

设工件轮廓为整圆，选取进给速率为 20m/min，三次 NURBS 曲线由以下参数定义： 

半径 R＝25mm 时，NURBS 曲线控制顶点为： 

(25,0), (25,50), (-25,50), (-25,0), (-25,-50), (25,-50) , (25,0) 

半径 R＝50mm 时，NURBS 曲线控制顶点为： 

(50,0), (50,100), (-50,100), (-50,0), (-50,-100), (50,-100) ,(50,0) 

权因子：（1,1/3,1/3,1,1/3, 1/3,1） 

节点矢量：（0,0,0,0,0.5,0.5,0.5,1,1,1,1） 

不同曲率半径时的 NURBS 曲线指令轮廓与实际轮廓如图 9 所示。轮廓误差如图 10 所

示，其中，横坐标 X 与纵坐标 e分别为指令轨迹 X 坐标和轮廓误差坐标。 

可以看出，在一定的进给速率下，NURBS曲线曲率半径越大，轮廓误差越小。当进给

速率为20m/min时，两种曲率半径条件下的最大轮廓误差分别为5.806mm和3.227mm。 



 
图 9 不同曲率半径下曲线指令轮廓与实际轮廓 

 

图 10 不同曲率半径下曲线轮廓误差廓 

5. 结论 

在介绍NURBS曲线插补算法基础上，分析了数控机床运动误差产生的原因，建立了数

字伺服系统差分方程，并针对不同进给速率和不同曲率半径进行轮廓误差的仿真。仿真结果

表明，数控机床NURBS曲线插补的轮廓误差随着进给速率的增大而增大，其最大误差发生

在曲线曲率半径最小处。在高速加工或加工曲率半径小的工件时，该误差是不能被忽略的。

为减少由运动控制引起的轮廓误差，必须加入前瞻控制，由NURBS曲线计算曲率半径，以

控制进给速度，提前减速。 
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